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CAPITOLUL 1

ELEMENTE DE COMBINATORICA

In acest capitol, vom prezenta o restructurare-extindere a unor nofiuni de liceu
necesare la definirea notiunilor de algebré liniara, presupunand a fi cunoscuta teo-
ria multimilor si a functiilor.

1.1. Permutari, aranjamente si combinéri

In prima parte a acestui paragraf, vom prezenta cele necesare pentru a putea
rdspunde la urmitoarele tipuri de probleme:

Problema 1. In cite moduri se pot aranja pe un raft 3 cérti? Dar n obiecte
oarecare?

Problema 2. In cite moduri se pot aseza 2 persoane pe trei locuri? Dar k
obiecte oarecare pe n locuri?

Problema 3. Cate comisii, de cite 3 membri fiecare, se pot alege dintr-un
colectiv de 5 persoane? Dar daca numarul membrilor din comisie este k, iar colec-
tivul de selectie are n persoane?

Pentru aceasta, vom da definitii, propozitii, teoreme si vom stabili formule de
calcul.

Definitia 1.1.1. O multime A cu n elemente se numeste ordonatd, dacd existd
bijectia
f:{1,2,...,n} = A, k— f(k),

(Mk= 1.

in baza acestei definitii, fiecare numar de la 1 la n se asociazd cu un element
al mulfimii A si reciproc.

Daci {i1,i2,...,in} = {1,2,...,n}, iar f(k) = a;,, k € {1,2,...,n}, atunci
A = {a1,ay,...,a,}, iar multimea ordonatd A rezultatd ca efect a definifiei prece-
dente se noteaza

(61,0 (1.1.1)



1.1. PERMUTARI, ARANJAMENTE SI COMBINARI

Prin urmare, pozitia ( locul) de rang k din mulfimea ordonati A, din notatia
anterioard, este ocupati de elementul a, ke {1,2,...,n}.

Definitia 1.1.2. 0 mulfime ordonatd formatd cu cele n elemente ale unei multimi
Se numegste permutare a acelei mulfimi sau permutare de n elemente.

In acest moment, urmitoarea propozitie este evidenti.

Propozitia 1.1.1. Mulfimea ordonatd

Gmibishl (1.1.2)

Jormatd cu elementele mulfimii {1,2, ...,1L} este o permutare de n elemente, daci
s1 numai dacd existc bijectia

o {172, .. .nl— b s o(k) =iy,

7={alty oy oy )=(4 25 E) das

Observatia 1.1.1. (1) Din cele prezentate anterior, rezultd i prin permutare

de n elemente putem intelege, fie multimea ordonatd din relatia (1.1.2),
fie bijectia din relatia (1.1.3).

(2) Prin permutare de () elemente infelegem, prin conventie, multimea ordo-
natd cu zero elemente, adicd multimta vidd.

(3) Ca functii, permutdrile se noteazd cu O, Tseey O 1510755

(4) Multimea permutdrilor de n elemente se noteazd cu S, lar numdrul
acestora cu By, deci |S,| = P, (|S,| fiind cardinalul mulfimii S, ).

notatd

Din cele prezentate anterior, rezulti ci variante favorabile problemei 1 sunt
permutdri de 3, respectiv n elemente, iar solutia acestei probleme este numirul
permutdrilor de 3, respectiv  elemente, adici numerele P; si P,.

Definitia 1.1.3. Submulfimile ordonate

(i1, 02, 0y i) (1.1.4)

ale multimii {1,2, ...,n} se numesc aranjamente de n elemente luate céte k.

Acum, este evidents propozifia care urmeazs.
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ELEMENTE DE COMBINATORICA

Propozitia 1.1.2. Submultimile ordonate (iy,iy,...,ix) ale mulgimii {1,2,...,n}
sunt aranjamente de n elemente luate cdte k, dacd si numai dacd existd functi-
ile injective

f:{1,2,..,k} = {1,2,...,n}, t = f(i), (@F135)

Observatia 1.1.2. (1) Prin aranjamente de n elemente luate cdte k, vom
intelege, fie submultimile ordonate date la (1.1.4), fie functiile injective
date la (1.1.5).

(2) Din definitia §i propozitia precedentd, rezultd k < n. Pentru k = n,
rezultd aranjamente de n elemente luate cdte n, adicd permutdri de n
elemente.

(3) Prin aranjamente de n elemente luate cdte 0, convenim sd intelegem
multimea vidd, aceasta fiind o submultime ordonatd a oricdrei mulfimi.

(4) Vom nota cu A* numdrul aranjamentelor de n elemente luate cdte k.

In acest moment, variante favorabile problemei 2 sunt submultimi ordonate
de cate 2, respectiv k locuri ce se pot face cu cele 3, respectiv n locuri, iar solutiile
problemi sunt numerele A2 si AX.

Definitia 1.1.4. Submulfimile {iy,iz,...,ix} ale multimii {1,2,...,n} se numesc
combindri de n elemente luate cdte k.

Observatia 1.1.3. (1) Din definitia precedentd, rezultd k < n. Pentru
k = n, rezultd combindri de n elemente luate cdte n, adicd multimea
IS ASL Lits 10yens b f =01, 250050
(2) Prin combindri de n element luate cdte 0, convenim sd intelegem sub-
multimea vidd.
(3) Vom nota C* sau (Z) numdrul combindrilor de n elemente luate cite k.

Réspunsul la problema 3 este numdrul sbmultimilor de céte 3, respectiv k
membri ce se pot face cu cele 5, respectiv n persoane, adicd numerele Cg siiCE,

In cele ce urmeaza, vom folosi

T Wi e f[k“"‘:age e (1.1.6)
k=1

unde n! se citeste "n factorial”.
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1.1. PERMUTARI, ARANJAMENTE SI COMBINARI

Teorema 1.1.3. Dacd P,, A si Ck sunt numerele permutdrilor de n elemente,
aranjamentelor si combindrilor de n elemente luate cite k, atunci
@ Ay=n(n—1)-...-(n—k+1), 1 <k<n Al=1gi
Ak
(3) c,’g:?", 0<k<n.

n

DEMONSTRATIE. (1) Tinind seama de observatia 1.1.1 si de relatia (1.1.6),
avem Py = 0! = 1. Pentru n > 1, vom demonstra formula dat prin metoda in-
ductiei matematice. Totoadati, pentru exemplifiare, vom da o formulare completa
a acestei demonstratii. Pentru aceasta, fie propozitia dependenti de n

P(n):P,=nl,n>1.

L. Etapa de verificare. In aceasti etapd, verificim propozitia P(n) pentru cea
mai micd valoare a lui n, adici

P): P =11=1.

Deoarece cu o mulfime cu un element se poate face o multime ordonati,
rezultd cd Py = 1, ca urmare propozitia P(1) este adevirati.

II. Etapa de demonstratie. In aceasti etapd, considerdm P, adevirati si demon-
strdm cd este adeviratd

R{aek L)t Py s=ilma-d i

Pentru aceasta este suficient s3 aritim c3 P =(n+ 1)P,. Cum fiecare per-
mutare de n elemente genereazd, prin adiugarea celui de-al (n+1)-lea element,
(n+1) permutiri cu (n+1) elemente, rezulti ci cele P, permutdri genereazi
(n+1)P, = P, permutiri cu (n+1) elemente. Dar P, = n!, astfel ci

Por1=(n+1nl = (n+1)!.

Din I si II, rezultd, conform principiului inductiei matematice, ci propozitia
P(n) este adevirati (V) n > 1.

(2) Dacd tinem seama de observatia 1.1.2 si de relatia (1.1.6), rezulti ci
Al =1,iar A" = P, = |,

Pentru 1 <k < n, vom demonstra formula dati prin metoda inducfiei matema-
tice dupa numérul natural k.

Pentru k = 1, obtinem A} = n- egalitate adevdratd, avand in vedere ci se pot
forma n submulfimi ordonate ale Iui A cu cite un element fiecare.

Pentru un & oarecare, k < n, este suficient s3 aritim ci

AR = (n— k)AL,
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ELEMENTE DE COMBINATORICA

Intr-adevir, ca si repartizam oricare (k+ 1) elemente, luate din n elemente
date, pentru (k+ 1) locuri se pot lua, mai intdi, oricare k elemente i aranja pe
primele k locuri. Aceasta se poate face in A¥ moduri. In fiecare din aceste cazuri,
riman (n — k) elemente. Oricare dintre aceste elemente se poate pune pe al (k+1)-
lea loc. Astfel in ﬁecare dintre cele Ak moduri de aranjare a elementelor pe
de unul din cele (n— k) elemente rimase. Rezultd cd ALt = ( — k)AL,

(3) Stim c& numérul submultimilor ordonate ale multimii {1,2,...,k}, cu cite
k elemente fiecare este A¥. Cum numirul submultimilor lui {1,2,...,n} cu céte k
elemente fiecare, este egal cu C¥ si cum fiecare dintre acestea se pot ordona in P
moduri, rezultad ca Ak C - P, de unde si formula din enunful teoremei. U

Réspunsuri finale: la Problema 1 este P3 =3!=1-2-3 = 6, respectiv
P, =n!,1aProblema 2 este A2 =3-2 =6, respectivA =n(n—1)-...- (n—k+1),
5-4.3 e AE
123" 10, respectiv C,; = P

Alte formule utile (cu factoriali) pentru calculul numerlor AX si CX, precum si
cele mai uzuale formule de calcul, vor fi cuprinse in propozitia care urmeaza.

iar la Problema 3 este C3 =

Propozitia 1.1.4. Dacd P, A* si C* sunt numerele, permutdrilor de n elemente,
aranjamentelor §i combindrilor de n elemente luate cdte k, atunci au loc for-
mulele:

L

(n—k)\’
n!
@ Gi= g 0Sksn,
k!(n—k)!
@ = C” k0 < k < n (formula combindrilor complementare) §i
4) C,’j +C* Y1 <k < n (formuld de recurentd).

n—1

0<k<n,

DEMONSTRATIE. (1) Folosind teorema 1.1.3, obtinem succesiv:
A=nn-1)..-(n—k+1) =
B S B e N T e e n!

(n—k)n—k—1)-...-2-1 "~ (n—k)
(2) Aici, conform aceleeasi teoreme 1.1.3 si formulei precedente, obfinem
At A n! 1 n!

"TP T (n—k)! KB K-k
Formulele de la (3) si (4), rezulta imediat, folosind formula precedentd. Ast-
fel, pentru ultima formuld, obtinem:
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1.2. FORMULA POLINOMULUI

cofiline il 1)1 (n—1)!
Gro1 TG = Kn—k=1)!" (k=1)I(n—7)

! =

i (n—1)! 1Jr T n(n—1)! _
S k—Dln—k—DI\k " n—k)" k(k—=D!(n—k)(n—k—1)! —
n!
=—— _ =k
k!'(n—k)! i
=
1.2. Formula polinomului
Teorema 1.2.1. /. Dacd a,b € R, atunci
n
(a+b)" =Y Ctap* (1.2.1)
k=0
(formula binomului lui Newton ).
2. Dacd ay,ay, ...,a; € R, atunci
n! .
(al+a2+ +ak)n22mallla§2 ...agk, (122)
unde suma se extinde asupra tuturor numerelor naturale p1,pa, ... , pr care veri-

ficd relafia
Pitp2t..+pe=n

(formula polinomului).
Mai intai, vom face céteva preciziri cuprinse in observatia care urmeazs.

Observatia 1.2.1. (1) Formula explicitd a binomului este
(a+8)" = Cla" + Coa" b+ .. + Ca*pF 1 S CThY,
(2) Coeficientii C9, C,%, -Gy din dezvoltarea binomului se numesc coefi-
cienfi binominali.
(3) Folosind formula (3 ) de la teorema 1.1.4, rezultd ci elementele mulfimii

ordonate (CY,C!, -, Cy) (coeficientii binomiali ai termenilor dezvoltdrii)
egal depdrtate de extreme sunt egale.
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ELEMENTE DE COMBINATORICA

(4) Dacd la formula binomului substituim n —k = p < k+ p = n, iar pen-
tru combindri folosim formula cu factoriali, atunci aceastd formuld ia
Sforma

n! k

(a+b)" = p;k;H ﬁapb : (1.2.3)

de unde si generalizarea acesteia la formula polinomului.

Revenim cu demonstratia teoremei enuntate anterior.

DEMONSTRATIE. 1. Aceasti formuld, rezultd prin inductie matematicd dupd
k, astfel ca

(a+b)™' = (a+b)(a+b) =

(a+b) (" +Cla™ b +...+CIb") =

(P +Cla™b + ...+ Clab®) +

Pt 4 i ) =
=" 4 (CL + b4+ ... H(CE+ C N )ab H Cob =
= a4 C L d b+ A+ Cab" + CrE

unde am folosit relatia de recurentd (4), de la propozitia 1.1.4 si egalitafile

0 __ ,n+l, n __ n+tl
Cn— n+1° Cn— n+1-

2. Demonstratia formulei polinomului, rezultd tot prin inductie matematica
dupa k, folosind formula binomului.
Pentru k = 2, rezultd formula

n!
(al +a2)n it Z allaPl?
pip2! ’
Pirtpa=n 5 ee”

echivalents cu forma (1.2.3) a binomului, deci adevarata.
Presupunem adeviratd formula pentru k termeni si demonstram cd este ade-
vératd pentru k+ 1 termeni, adica:

'
1 Pt Pk Dkt

‘al - ak+1 i

(a1+...+ak—|—ak+1)”: e
pi+.Aprtprei=n Pl Pl P+t1:

Notand
ay+...+ag rgtA, D1 +...+pkn:m q,

rezultd, conform formulei (1.2.3), ca:

n!
(a1 + s +ak+ak+1)” = (A«I—akﬂ)" = kAl PR
\ | k+1
q_pkAI:n Q'pk+1 o,

15



1.2. FORMULA POLINOMULUI

Cum
q! p1 D
Al=(a1+...+aq)l= '“'all...akk
pr+..+py=q P1*:--Pk:
(am presupus ci formula este adevirati pentru k termeni), rezulti ci

(@ +. . +ata )" =

n!

= —_—— q’ P1 Pk Pr+1
- | ) Z T % G e =
g+pr1=n 4 Plk+1" pi+otpi=q P11+ D!
n!
= P1 P, Pyl
o '\' 1 G Qi =
q+pi+1=n pi+..+pr=q P1:---PkDi+1!

n!
= ﬁa? ...ai"afff ,
D1+ +pr+pri1=n P1:---DPk-Pi+1!

adicd ceea ce ne-am propus si demonstrim.

Exemplu. Vom stabili o formuld de calcul pentru expresia
(al +ax+... +ak)2.
Pentru n = 2, formula polinomului devine
2!
(a1 +..+a) = ——al'a? .. .a*.
pl+.;pn:2p1!p2!...pk! T

Pentru termenii acestei dezvoltiri, avem posibilitatile urmitoare:

it
L1. p1 =2, py = ... = py = 0, situatie In temenul dezvoltirii devine
2! 2040 2
malaz...ak =dy,
1.2. p» =2¢i p;1 = p3 = ... = py = 0, rezultand termenul
2! 0520 1y2) 2
o121 o1 =
$i aga mai departe,
1.3. pr=28i p1 = pp = ... = py_1 = 0, rezultand termenul
2! (R 2
mal...ak_lak = ak.
2.
21.pr=p2=1sips= P4 = ... = pr =0, rezultand termenul
2! 151505
mala2a3...ak = 2611622,
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ELEMENTE DE COMBINATORICA

Z.2. p1 = p3 =1 ¢l pry = py = = ppe=iezultand termenul

21
. 1. 0.1 (0= 9
TR TN

si asa mai departe.
Prin urmare, dezvoltarea expresiei din enunt contine suma a k pétrate
2 n
2 2 2
ajtay+..ta,= Zai
i=1

i suma

k
2(a1a2+a1a3+...+a1ak+...—|—ak_1ak):2 Z aia;
i j=1,i<j

cu C,% termeni.
In final, rezulti

(a1+a2+...+ak)2 :a%—i—a%+...—i—a%—|—2(a1a2+a1a3—|—...+a1ak+...+ak,1ak).

1.3. Operatii cu permutari

in cele ce urmeazi, vom prezenta unele notiuni referitoare la permutdri ca
functii bijective.

Am vizut ca
ceS,o0:{1,2,...n} —{1,2,...,n}, k—o(k),
notata

1 2 n
02(0(1) 5(2) .. on) ) (131

Deoarece pemutdrile de n elemente sunt niste functii, respectiv functii bijec-
tive, atunci au loc precizarile care urmeaza.
1. Doud permutéri 6,7 € S, sunt egale, adicd

6 =1E 8% ol =gl il .5}

2. Doud sau mai multe permutiri de n elemente se pot compune (inmulfi).
Astfel, dacd 6,T € S, cu

o~ oty ot % o)t o oh )

17



1.3. OPERATII CU PERMUTARI
atunci, avand in vedere ci (07) (k) = (co1) (k) = o(t(k)),

I 2 n
oT = . 1.3:2
<c<r<1>> o(1(2)) . c(r(n») e
De asemenea, compunerea permutirilor este asociativi si anticomutativi.

3. Existd elementul neutru fafd de operatia de Inmultire a permutirilor si
anume permutarea identicd: 7

&G 133

care verificd proprietatea e6 =ce =6, (V)o € S,,.

4. Orice permutare de 7 elemente este inversabil: Vo e S, Ao les,
(inversa permutdrii ©), astfel incat 6~ 6 = 66~! — ¢.

Rezultd ci 671 (o(k)) =k, (V)k € S,,, deci (V)0 € S, avem

e ( 0(11) 6(22) G?n) ) =

s § el 33 ( G_I(f(l ) 6;1(5(2» 0~1(:(n)) )7 (1.3.4)

cu specificatia cd elementele lui 6~ ! de pe prima line se ageazi in ordine cresci-
toare.

Exemplu. Daci 6,7 € Sy, cu

eml S
atunci
e
1 9 3 4
~ \o@(1) o(x(2)) o(x(3) o(z(4)) )Z
2 4 A1 2 3 4
~ \ o2 o4 o) o(3)>_<4 2 3 1)’

(
(
(
w = (
(
(
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