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CAPITOLIIL 1

ELEMENTE DE coMBrNATomcA

ln acest capitol, vom prezenta o restructurare-extindere a unor noliuni de liceu
necesare la deflnirea nofiunilor de algebr[ liniar6, presupundnd a fl cunoscuti teo-

ria mulfimilor gi a funcfiilor.

1,.1. Permutdri, aranjamente qi combindri

in prima parte a acestui paragraf, vom prezenta cele necesare pentru a putea

rdspunde la urmdtoarele tipuri de probleme:

Problema 1,. in cdte moduri se pot arar4a pe un raft 3 c[4i? Dar n obiecte

oarecare?
Problema 2. in cdte moduri se pot aqeza 2 persoane pe trei locuri? DN k

obiecte oarecare pe n locuri?
Problema 3. CAte comisii, de cAte 3 membri fiecate, se pot alege dintr-un

colectiv de 5 persoane? Dar daci num[ru] membrilor din comisie este k, iar colec-

tivul de seleclie are n persoane?

Pentru aceasta, vom da definilii, propozilii, teoreme qi vom stabili formule de

calcul.

Definifia 1."1.."1.. O mullime A cu n elemente se nume;te ordonatd, dacd existd

bijeclia

f : {1,2,...,n} - A, k -+ f(k),
(v) k:Ti.

inbazaacestei defini1ii, fiecare numir de la 1 \a n se asociaz[ cu un element

al mulfimii A qi reciproc.

Dacd {l1, iz,...,in}: U,2,...,n},iar f(k)9} aio, ke {I,2,...,n},atunci
A : {a1,a2,...,ar}, iar mullimea ordonatd A rezultatd ca efect a definiliei prece-

dente se noteazd

(ai,air,...,ai,). (1.1.1)



1.1. PERMUTARI, ARANJAMENT.E $I COMBINARI

Prin urmare, pozilia (locul) de rang k din mulfimea ordonatd A, din notafiaanterioar5, este ocupatd de elementut aa, t< € {1,2,...,nt 
- "-'

Definifia 1.1.2. o mullime ordonatdformatd cu cere n elemente are unei murlimise nume{te permutare a acelei mullimi sau permutare de n elemente.

in acest moment, urmdtoarea propozilie este evidentd.

Propozifia l.l.l. Mulyimea ordonatd

(i1,i2,...,in)
formatd cu elementele mutlimii {1,2,...,n} este o permutare de n
Si numai dacii existd bijeclia

o : {I,2,...,n} n {I,2,...,n},k __+ o(k) : ;n,
notatd.

o:( | 2

\ o(1) 6(2)

(1.r.2)

elemente, dacd

(1.1.3)

Observafia 1.1.1. (l) Din cele prezentate anterior, rezultd cd prin permutare
de n elemente putem ?n[elege, fie mulyimea ordonatd din relayia (].1.2),
fie bijecyia din retayia (1.1.3).

(2) Prin permutare de 0 eremente tnleregem, prin convenlie, murlimea ordo_
natd cu zero elemente, adicd mullimta vidd.

(3) Cafuncyii, permutdrile se noteaid ctt o)tr)...,61,q,2...
(4) Mullimea permutdrilor de n elemente se noteazd ctt Sr, iar numdrul

acestora cu P,, deci lS,l: P, (ls"l fiind cardinalul mutyimii S,).

Din cele prezentate anterior, rezultd. ci variante favorabile problemei 1 suntpermuteri de 3, respectiv n eremente, iar solufa acestei proulelme este numdrulpermutdrilor de 3, respectiv n elemente, adicl numerele p3 gi pr.

Definifia 1.1.3. Submulyimile ordonate

(fi,i2,...,ip)
ale mulyimii {I ,2, ...,n} se nLrmesc aranjamente d.e n

Acum, este evidentd propozifia care urmeaz6..

(1.r.4)

elemente luate c6te k.

10



rea ordonate A, din notafia
n).

t elemente ale unei multimi
de n elemente.

nti.

(r.r.2)

nutare de n elemente, dacd

'' tl : f&,

(1.1.3)

n re:ultd cd prin permutare
,dorntd din relayia (1.1.2),

com' enyi e, mullime a o rdo -

or.o:-..
tea:d ctt Sn, iar numdrul
inalul mulEimii S,r).

norabile problemei 1 sunt
rei probleme este numdml
: P_r gi Pn.

(r.r.4)

lemente luate cdte k.

ELEMENTE DE COMB INATORICA

Propozi{ia 1.1.2. Submullimile ordonate (h,iz,...,ip) ale mullimii {1,2,...,n}
sunt aranjamente de n elemente luile cArc k, dacd Si numai dacd existd funcli-
ile iniective

f : {I,2,...,k} - {I,2,...,n}, t -- f (it), (1.1.s)

(V)r: t,k.

Observa{ia 1.1.2. (l) Prin aranjamente de n elemente luate cAtu k, vom
tn[elege, fie submullimile ordonate date la (1.1.4), fie funcliile injective
date la (1.1.5).

(2) Din definilia Si propozilia precedentd, rezultd k I n. Pentru k: n,

rezultd aranjamente de n elemente luate cdte n, adicd permutdri de n
elemente.

(3) Prin aranjamente de n elemente luate cdte 0, convenim sd inlelegem
mullimeavidd, aceastafiind o submullime ordonatd a oricdrei mullimi.

(4) Vom nota cu Af numdrul aranjamentelor de n elemente luate cdte k.

in acest moment, variante favorabile problemei 2 sunt submullimi ordonate

de cAte 2, respectiv k locuri ce se pot face cu cele 3, respectiv n locuri, iar solufiile
problemi sunt numerele A! Si Al.

Defini{ia 1.1.4. Submullimile {h,iz,...,ip} ale mullimii {1,2,...,n} se numesc

combindri de n elemente luate cAte k.

Observa{ia 1,.L.3. (I) Din definilia precedentd, rezultd k <. n. Pentru

k: n, rezultd combindri de n elemente luate cdte n, adicd mullimea
tnsdsi {iy, i2,...,l,} ={ 1, 2, ...,n}.

(2) Prin combindri de n element luate cdte 0, convenim sd tnlelegem sub-

mullimeavidd.
(3) Vom nota Cf sau (ft), numdrul combindrilor de n elemente luate cArc k.

Rdspunsul la problema 3 este numdrul sbmullimilor de cAte 3, respectiv k
membri ce se pot face cu cele 5, respectiv ,? persoane, adicd numerele Ct qi C!.

in cele ce rtrrneaz5.,vom folosi

t.2.3 . ... (1.1.6)., : fi,,rnoilli' n!, o!'on=nli' l,
k:l

11

unde n! se citegte "nfactorial"



1.1. PERMUTARI, ARANJAMENTE $I COMBINARI

Teorema 1.1.3. Dacd 
-pr, 

Af, Si C! sunt numerele permutdrilor de n elemente,
aranjamentelor si combindrilor de n elemente luate cdte k. atunci

(r) P,:21,
@ Af,: n(n - r) - ... . (n-k+1), 1 < k < n, Al: 1 fitk
G) CI:t, 0{k{n.

DevoNsrRelre. (1) Jinand seama de observafia 1.1.1 gi de relafia (1.1.6),
avem P6:0! : 1. Pentru n) r, vom demonstra formula datr prin metoda in-
ducflei matematice. Totoadatd, pentru exemplifiare, vom da o formulare completd
a acestei demonstrafii. pentru aceasta, fie propozilia dependentd, de n

P(n) : P": n!, n) I.
I. Etapa de verificare. in aceastd etapd, verificdm propozitia p(n) pentru cea

mai micd valoare a lui n. adicd

P(l): P1 - ll: l.
Deoarece cu o mullime cu un element se poate face o mulfime ordonati.,

rezultd cd, P1 : 1 , ca urmare propozifia p(1 ) este adev[ratd.
II. Etapa de demonstrafie. in aceastr etap6, consid erdm pnadevlratd gi demon_

strdm ch este adevhratd

P(n-lI): P,a1: (n* 1)!.

Pentru aceasta este suficient sd arbtdm cd. pnal: (nll)pr. cum fiecare per-
mutare de n elemente genereazd., prin addugarea celui ae_ai (nf l)_lea element,
(n + T) pemutdri cu (n -t 1) elemente , reiultd, cd cele & permutlr i genereaz|
(n+ l)P": Pn+r permutdri cu (n-l1) elemente. Dar p,: n!, astfel c[

Pn+r: (n-f l)nl: (n * 1)1.

Din I gi rr, rczaltd,, conform principiului inducfiei matematice, cd propozilia
P(n) este adevdratd (V) n > 1.

^ (2) Dacd' finem seama de observali a r .l .2 gi de relafia o .r .6),rezult[ cdA2: I,iarAf;: Pn:nl.
Pentru r < k < n, vom demonstra formura datd prin metoda inducliei matema-

tice dupd numdrul natural k.

- Pentru k : 1, oblinem At, : ,- egalitate adevdratd., avAnd in vedere cd se pot
forma n submultrimi ordonate are rui A cu cate un element fiecare.

Pentru un k oarecare, k < n, este suficient sd aritdm cd

12
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intr-adevdr, ca s[ repartizdm oricare (k+ 1) elemente, luate din n elemente

date, pentru (k+ 1) locuri se pot lua, mai intdi, oricare k elemente gi aranja pe

primele k locuri. Aceasta se poate faceinAfmoduri. in flecare din aceste cazlLri,

rdmAn ("*k) elemente. Oricare dintre aceste elemente se poate pune pe al (k+ 1)-

lea loc. Astfel, in fiecare dintre cele Af moduri de aranjare a elementelor pe

primele k locuri, obfinem ("-k) posibilitdli prin care al (k* 1)-1ea loc este ocupat

de unul din cele (" - k) elemente r[mase. Rezultd 
"5 

4k+r : (n - k)A!.
(3) Stim cd num[rul submullimilor ordonate ale muilimii {I,2,...,k), cu cAte

k elemente fiecare este Af. Cum numdrul submulfimilor lui {I,2,...,n} cu cdte k
elemente fiecare, este egal cu Cf gi cum fiecare dintre acestea se pot ordona in Pp

moduri, rezultd cE Al: C!.,' po, de unde qi formula din enunlul teoremei. n

Rdspunsuri finale: la Problema 1 este P3 : 3! : I'2'3 : 6, respectiv

Pn: ft!,la Problema 2 esleA!:3.2: 6, respectiv Al: n(n- I)' ...'(n-k-lI),

iar la Problema 3 este ,l:5#: 10, respec tiv C*:4

Alte formule utile (cu factoriali) pentru calculul numerlor Af qi Cf , precum gi

cele mai uzuale formule de calcul, vor fi cuprinse in propozilia care utmeazd.

Propozi(ia 1.1.4. Dacd P,, Af" Si Cf sunt numerele, permutdrilor de n elemente,

aranjamentelor Si combindrilor de n elemente luate cdte k, atunci au loc for'
mulele:

,n!
(1) Af :7--;*,0<kSn," ln - k)t'

.nL
(z) cI: kt(n_k)r. 

o(k(n,
@ CI: C!,-k ,0 < k < n (formula combindrilor complementare) Si

@ c!" : c!,-t + c!-1, 1 < k < n (formutd de recurenld)'

DEMoNSTRATIE. (1) Folosind teorema 1.1.3, oblinem succesiv:

Af,: n(n- 1) ' ... ' (n - k+ t) :
_n(n- 1) ...'(n-k+r)("-k)("-k-I)'...'2a _ nl

(n-k)(n-k-I). ....2'1 (n * k)l
(2) Aici, conform aceleeagi teoreme 1.1.3 qi formulei precedente, oblinem

-k_Af"_ nl 1_ n!
-'- Pt - (n-k)l kl- kl(n-k)l'

Formulele de la (3) qi (4), rezultd imediat, folosind formula precedentS. Ast-
fel, pentru ultima formull, oblinem:

13



1.2. FORMULA POLINOMT]LUI

cI_,+cX_l

(n - I)t

_ (n- t)l
kt(n-ft- 1)!

(k-l)r(n-k-j

1.2. Formula polinomului

Teorema 1.2.1. I. Dacd a,b eF*, atunci

(a+b), : iCfo,-r,gr, (1.2.1)
a:0

(formula binomului lui Newton).
2. Dacd at,a2,...,ak e R, atunci

(or + oz+ .. . + oo)' : L n*:ilo!, ol, ... o!,,0 ,

!

(t.2.2)

unde suma se extinde asupra tuturor numerelor naturale pt, p2, ... , p1, care veri_
fcd relalia

Pr * P2* ...1 pp: 71

(formula p o linomului ).

Mai int6i, vom face cdteva precizdicuprinse in observali a care urmeazl.

Observa{ia 1.2.1. (l) Formula explicitd a binomului este

(a + b) : lon + Cla"- r b -f ... t C!a"-o bo + ... + CIb" .

(2) coeficienlii Q,l),...,c! din dezvoltarea binomului se numesc coefi_
cienli binominali.

(3) Folosind foryulg (3) de ra teorema r.1.4, rezuttd cd erementere mulyimii
ordonate (q,C]r_, . . . ,Ch ( coeficienEii binomiali ai termenilor dezvoltdrii)
egal depdrtate de extreme sunt egale.

t4



a

(4) Dacd la.formula binomului substituim n - k
tru combindri folosim formula cu factoriali,
forma

(a+b)n: I lLoobk,
U:A:

Ptx--n '

ELEMENTE DE COMB INATORICA

: p e k+ p: n, iar pen-
atunci aceastd formuld ia-t)! _

l!(n-fr)! -
n(n - l)!
(n-k)(n-k- 1)!

drq ...q, (r.2.2)

ilt Pl.PZ, --- ,Pk care veri-

mmliacare urmeazl.

fiti este

t+-..+fitf .

htmilui se numesc coefi-

frd elemertele mullimii
fr d rcnnenil o r de n o I t d r i i )

(t.2.3)

de unde Si generalizarea acesteia la formula polinomului.

Revenim cu demonstrafia teoremei enunlate anterior.

DEMoNSTRATIE. 1. Aceastl formul5, rezultdprin induclie matematic[ dupd

k, astfel cd

(a+b)+l : (a-lb)(a+b):
: (a+b)($an +1o"-tb + ... +CIb") :
: ($o"*t *Cla"b i-... +Ciab") +

l(Q,a"b+... + C!-rab" +CIb"+r):
: 1o"*t + (1+cl)a"u+ ... + (c|+c|-t)ab" +cf;b"+r :

(1.2.1) : Q*ro"*t -lcl*1a"b+... + C!4ab" +CI+lb"+\,

unde am folosit relafia de recurenld (4), de la propozilia 1.1.4 gi egalitdgile

c|:cl+l; ctr:cI+|.
2. Demonstrafia formulei polinomului, rezultd tot prin inducfie matematic[

dupd k, folosind formula binomului.
Pentru k:2, rezult[ formula

(a1aa2)n: I 
n! 

,or'o,',
Pl lPz-n Ptt'Pzl'

echivalent[ cu forma (1.2.3) a binomului, deci adevirat[.
Presupunem adevdrat[ formula pentru k termeni qi demonstrdm c[ este ade-

v[rat[ pentru k* 1 termeni, adic6:

(o, + ... + ar,l ar+t) : 
or*...*Lonpk+1:nf#6i.apr' 

...af,. alffl .

Notdnd

atl...la1,U- A, h*...+pkry q,

rezultil,conform formulei (1.2.3), c6:

(or+...lot +ar+r)n: (A+ ak+t)n: L r'l ,e'oo;;.
q+p?r:,qlP*+rt'

n

15



1.2. FORMULA POLINOMULTI

Cum

(am presupus

:

:

adic[ ceea ce

Aq : (q+ "'+ak)s : 
r,*.\oo-rffi"!'"'oxo

cd formula este adevdrat[ pentru ft termeni), renitd, cd

(ot+...lat*ar+r)" :

*E,:,#r (,*\,r:,i!^"i' "r) affi :

n*8,:, u,*.\ oo:nil:-aaP1' "'af,o affi :

o, *... *Pn, o*, :,i#ry r *, I 
aP"''' af,r a!ff l'

ne-am propus sI demonstrdm.

n
Exemplu. Vom stabili o formuld de calcul pentru expresia

(or+oz-t...+ap)z.
Pentru n:2, formula polinomului devine

(or + "' * ap)2 : I f#-il.alr'al' ...afo .

Ptl"'tPn-2 P

Pentru termenii acestei dezvoltdri, avem posibilitdlile urmdtoare:
1.

I'l' pt :2, p2: ... : pk:0, situafie in temenul dezvoltdrii devine
2t

" - 
_,r, a'lal...aoo : al,

' I.2. Pz:2 $i pr : p3 : ... : pk:0, rezultdnd termenul

2l' o)
,-a _..o, 

au1al...af;: a?,

gi aga mai departe,
1.3. po: 2 $i pt : pz: ... : pk-r :0, rezultdnd termenul

)l

a:i,n3\"'a!-,"f,: aft'

2.

2.1. pt : p2:1 $i pl : p4 : ... : pk: 0, rezultdnd termenul

I6

2!
lata\.-a2:2a1a2,



ELEMENTE DE COMB INATORICA

, d, --.olu 
2'2' p': P3 - I Ei pz: P4: "' : Pk:0' rezultdnd termenul

.ptl t K 
- ^3-ologro\...o1:2ara31!.0!.1!.....0! L L

:ni), rezulti cd qi aqa mai departe.

\ 
Prin urmare, dezvoltarea expresiei din enunf conline suma a k pdtrare

4'--4r l"oii: o?r+ol+...+af,:i"?
/ 

*t''"2'"''--t 
i:l

-qdti : si suma

k

+-i, 
2(a1a2la1a3* "'la1a1'1"'-la1'aao):2 . .8. .oiaii'i:f i<i

cu C/ termeni.

tr in final, rezultd

exlnesia (or+oz+ ...1ar,)z : o?+o7+ ...+"?*2(apz*aflzl...la1apl ...*a1,aap)'

1.3. Operafii cu permutiri

;qq.-"';
tn cele ce urmeazi, vom prezenta unele noliuni referitoare la permut[ri ca

$le urmitoare: funclii bijective.

&zvoltirii devine Am vdzut c[

o € Sn e o : {1,2,...,n) - {1,2,.-.,n}, k --. o(k),

rmenul notatd
/ t 2... n\

": I oi'l "rzl ... "'61 )' 
(r'3'1)

Deoarece pemutlrile de n elemente sunt niqte funclii, respectiv funcfii bijec-

tive, atunci au loc precizdile care urmeaz6.
rermenul 1. Dou[ permut[ri o,r e ,Sn sunt egale, adicl

:- o:r€Sn<+o(k) :t(k),(V)/ce {I,2,...,n}.
2. Doud sau mai multe permut[ri de n elemente se pot compune (inmul1i).

Ldtermenul Astfel, daci o,r e ,Sn, cu

/tz...rz\/t2...n\
'ta:- 

o: ( o(r) o(z) "@ )'t: \ r(r) x(z) r@) )'

t7



1.3. OPERATTI CU PERMUTART

atunci, avAnd in vedere cn (oc) (ft) : (o o r)(ft) : o,(t(ft)),

of : (- \ o(c(r)) o(t(2)) otr(nD ).
De asemenea, compunerea permutdrilor este asociativd gi anticomutativi.3. Existi elementul neutru fald de operagia de inmuliire a permutdrilor $ianlrme p e rrnut are a i de nt i c d:

,:(! ? "\"-\t z ,)' (1.3.3)

care verificd proprietatea e6 :6e: o., (V)o e Sn.
4. Orice permutare de n elemente este inversabild: (V)o e Sn, (l)o-1 e Sn(inversa permutirii o), astfel incdt o.-1o: oo-1 : €.
Rezultd c5 o'-1(o(r)) : k, (v)k € s,, deci (v)o e s,, avem

o:( 1., ?, i \=,\ o'(l) o(2) o(r) ) -
=+ o_r : ( o-t (o(t )) o-r1o1z;; o- r io(n;) \-\ 1 2 , ')' (r'3'4)

cu specificalia cd elementele lui o-1 de pe prima line se ageazd,in ordine crescd_
toare.

Exemplu. Dacd o,t e ,S4, cu

(r.3.2)

"=(: i i :),,:(;1 i t),
atunci

or : (! 7 : 1\ (' ,3 4\_
\3 412) \2 413):
(1234\
\ o(t(r)) o(t(2)) o(r(3)) o(r(\ ):( t z 3 4 \ lt z 3

\ "(z) o(4) CI(r) fi) ): ( + 2 3

iar

ro: (123 4\ (rz3 4\_!u 
\z 4 r :/ (: 412):

:( 1 2 3 4 \
\ t(o(l)) r(o(z)) r(o(3)) r(o(e) ):

: ( 1 z 3 4 \ lr z 3

\ t(:) x(4) r(r) a(z) ): \ I 3 2

i),

i),
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